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Περίληψη 

Στην εργασία αυτή, παρουσιάζονται διδακτικά μοντέλα για την 
διδασκαλία βασικών θεωρηµάτων του Απειροστικού Λογισμού. Το 
αναφορικό νόηµα βασικών θεωρηµάτων, όπως τα Θεωρήματα Ῥο]ζαπο, 
Κοῄε, Μέσης Τιμής διαφορικού λογισμού, Σταθερού σημείου, µπορεί να 
αναδειχθεί ιδιαίτερα όταν τα θεωρήματα συνδέονται μεταξύ τους, µέσω 
είτε γεωμµετρικών µοντέλων, είτε άλλων προσιτών καθημερινών 
καταστάσεων. Με αυτό τον τρόπο, γίνονται καλύτερα κατανοητά από τους 
µαθητές, οι οποίοι διευρύνουν το πλαίσιο αναφοράς τους. 

Εισαγωγή 

Ἡ αναζήτηση και ανάπτυξη απλών, προσιτών, φυσικών ἡἠ 
μαθηματικών μοντέλων για την κατανόηση µιας έννοιας είναι µια αρχαία 
και διαρκής ερευνητική διαδικασία ανήσυχων δασκάλων, προκειµένου να 
αναπτύξουν πολλαπλές αναπαραστάσεις µιας έννοιας, ώστε να συμβάλουν 
στην βαθύτερη κατανόησή της από μέρους τῶν μαθητών. Επίσης η χρήση 
πρότερων εννοιών στο κτίσιμο µιας άλλης, είναι πασίγνωστη διδακτική 
πρακτική. Ο «αρπε (1970) [8] ανέπτυξε µια νέα --τότε - θεωρία μάθησης, η 
οποία βασίζεται στην ιδέα ότι οι απλούστερες μαθηματικές δραστηριότητες 
αποτελούν τα δοµικά υλικά για τις πιο πολύπλοκες, οι οποίες -με τη σειρά 
τους- μπορούν να αναλυθούν στα πιο απλά τους συστατικά. Σε αυτά τα 
πλαίσια, το «πετυχημένο παράδειγµα) ή μοντέλο που λαμβάνει υπ΄ όψιν 
του τις υπάρχουσες εμπειρίες των μαθητών και τις αξιοποιεί για το κτίσιμο 
της νέας έννοιας είναι εκ των ὧν ουκ άνευ του δάσκαλου των 
Μαθηματικών. Ειδικά για τους μαθησιακούς στόχους στο νέο Αναλυτικό 
πρόγραµµα σπουδών Α΄ Λυκείου (2011) καταγράφεται ότι: 


«...χρειάζεται να αφιερωθεί περισσότερος χρόνος στην κατανόηση 
και εµπέδωση τῶν εννοιών µέσα από την ανάπτυξη πολλαπλών 
αναπαραστάσεων τους, καθώς και τη χρήση τους στην επίλυση 
προβλημάτων...» και ένας από τους στόχους της διδασκαλίας είναι «...η 
ανάπτυξη της ικανότητας μετάφρασης απὀ τη φυσική στη μαθηματική 
γλώσσα και αντίστροφα...» 1] 

Στον Απειροστικό Λογισμό, σπουδαία και βασικά του θεωρήματα, 
διδακτικά πλέον προσεγγίζονται και µέσω της γεωμετρικής τοὺς σημασίας 
(οπτική αναπαράσταση) Μάλιστα, η ικανότητα μετάφρασης από το ένα 
σύστηµα αναπαράστασης µιας έννοιας στο άλλο, διαδραματίζει σηµαντικό ρόλο 
όχι µόνο για τη µάθηση μαθηματικών εννοιών, αλλά και για την επίλυση 
μαθηματικού προβλήματος. [7] «Μάλιστα, αυτή η προσέγγιση µπορεί να 
εμπλουτιστεί και µε εμπειρικά φυσικά μοντέλα που παρουσιάζοµε 
παρακάτω. 

Οι συναρτήσεις κίνησης τῶν σωμάτων 
Οι συναρτήσεις κίνησης οιουδήποτε σώματος µάζα, ακόµα και «υλικού 
σημείου» (που θεωρείται ότι έχει μάζα, αλλά όχι διαστάσεις) υ(Ώ, »(8). α(θ 
είναι προφανώς συνεχείς συναρτήσεις αφού ορίζονται πάντα σε κάποιο 
διάστηµα [{1,ἴίο] και δεν είναι δυνατόν σε μηδενικό χρόνο ένα σώμα να 
βρεθεί αλλού (λόγω αδράνειας) όπως και σε μηδενικό χρόνο να μεταβάλλει 
ταχύτητα ή επιτάχυνση. Για τους ίδιους λόγους δεν είναι δυνατόν µια 
συνάρτηση 5({) να έχει γωὠνιώδη σηµεία, αφού στο γωνιώδες σηµείο θα 
έχουµε δύο διαφορετικές εφαπτόµενες (Ξδύο διαφορετικές ταχύτητες) σε 
μηδενικό χρόνο, δηλαδή πεπερασμένη (διανυσματικά) διαφορά ταχύτητας 
σε μηδενικό χρόνο, πράγμα που συνεπάγεται άπειρη επιτάχυνση, δηλ. 
τελικά μηδενική µάζα, όπερ άτοπο. Συνεπώς, όλες οἱ κινήσεις σωμάτων ή 
σωματιδίων στην Φύση, περιγράφονται µε παραγωγίσιµες (και άρα 
συνεχείς) συναρτήσεις. 
Μοντέλα του Θ. Βο1Ζ4Πο 

Α) «Για να πάω απὀ το ένα ημιεπίπεδο που ορίζει µια ευθεία στο άλλο µε 
µια μονοκονδυλιά πρέπει υποχρεωτικά να τμήσω την ευθεία που τα ορίζει 
σε ένα τουλάχιστον σηµείο.» ( Οπτική επικύρωση µε ένα απλό σχήμα) 


Β) Είμαι στην µία όχθη ποταμού. 
Δεν μπορώ να πετάξω, δεν μπορώ 
να κάνω σήραγγα. Κινούμαι σε 
επίπεδο. Για να περάσω στην άλλη 
όχθη, πρέπει υποχρεωτικά να 
διασχίσω το ποτάμι.» Αυτό βεβαίως 
είναι ένα φυσικό-ατελές μοντέλο, 
που ενέχει κινδύνους, οι οποίοι 
όµως, μπορούν να αξιοποιηθούν 
διδακτικά. Λόγου χάριν ο µαθητής 
µπορεί να πει «θα παρακάµψω τις 
πηγέο ή «θα πηγαίνω όλο πίσω 


κάθετα στην διεύθυνση 
ποταμού, θα κάνω τον κύκλο της 
Γης και θα...φθάσω στην άλλη 
όχθη!» Ο καθηγητής δύναται να 


του 


αναφερθεί σε ποτάµι µε ιδιότητες 
ευθείας͵ σε επιφάνεια σφαίρας όπως 
είναι η Γη, αν υπάρχει. Μπορεί να 
γίνει σχολιασμός του μέγιστου 
κύκλου σφαίρας, όπου είναι 
αντικείµενο µιας διάστασης χωρίς 
αρχή και τέλος, άρα προσομοιάζει 
µε την ευθεία στην επίπεδη εκδοχή 
της, που ουσιαστικά αναδεικνύει 
την ισχύ της απλής ιδέας του 6. 
Ῥο]ζαπο και στην Σφαιρική (Διπλή 
Ελλειπτική) Γεωμετρία. 

ΙΓ) Αναγνώριση ότι η ευθεία µε 
εξίσωση ΥΞ0 τέµνεται από την 
γραφική παράσταση της ΙΧ) 
Μερική γενίκευση µε θεώρηση της 


ευθείας Υξο, όπου η γνωστή 








ο... 
τε Ύ.τ-σ--------Γ--------------ε-ε-ε-- 
ο 
ου, 
ο... 
ὀ00ςΦἈθ000θθΟΟΘΟΟΘΟΟΘΘΟΟ 





Σχήµα 1: Η Αναλυτική- Γεωμετρική δεώρηση 
του Θ.ΒοΙζαπο, θλέπει το γ.τ. των σημείων µε 
δετικές τεταγμµένες κα ιτον γ.τ. των σημείων µε 
αρνητικές, όπου η συνεχής µετάθαση απὀ το 
ένα ημµιεπίπεδο στο ἆλλο, δα µας δώσει µία 
τουλάχιστον τεταγµένη ίση µε 0. 


ο --ἹἈ. 
κ. '...''''') 
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Σχήµα 2: Μία γενίκευση του Θ. Βο!ζαπο, θεωρεί 
αντί την ευδεία γΞ0, την ευδεία γε, όπου η 
γνωστή συνδήκη [α)ῇβ)«0 γίνεται ({{α)-ο)({{β)- 
ϱ)«0, δεν είναι γόνιμή απὀ μαθηματική άποψη, 
καθώς τα προβλήµατα ύπαρξης λύσεως σε 
εξίσωση, αντιμετωπίζονται µιετο κανονικό 


συνθήκη /α){β)«θ μετατρέπεται σε ({α)-ο)({β)-ο)«0. Ἡ γεωμετρική 
θεώρηση ότι πάνω απὀ την Υξς, έχω θετικές τιµές για την παράσταση /ζα)- 
ο και αρνητικές για την ᾖ{β)-ο. (βλέπε σχήµα 2) Τελικά η διαπίστωση, ότι η 
γενίκευση αυτή. δεν είναι γόνιμη ὡς προς την αντιμετώπιση προβλημάτων, 
αφού αν θέλουμε να λύσουμε µια εξίσωση της µορφής χὺξς, δεν 
προσφεύγουμε σε µια γενίκευση του Θ. Ῥο[ζαπο, αλλά θεωρούμε την 
συνάρτηση ϱ(Χ)ΞΙΗΧ)-ε και εφαρμόζουμε την γνωστή µορφή του 
θεωρήματος. Περεταίρω γενίκευση µπορεί να δώσει το ϐΘ. Σταθερού 
Σηµείου. 
9. Σταθερού Σηµείου (9. Ώτονγεγ) 

« Αν { 1 [αβ|][αβ] 
συνεχής, τότε υπάρχει ᾖ[α) 
χοε[α,β]: /ζχοχο» Αυτή η 

απλή µορφή του Θεωρήματος 
παρουσιάζεται στο Λύκειο ως 
άσκηση, η οποία λύνεται αν 
θεωρήσουμε την συνάρτηση 
ϱ(Χ)Ξ/{χ)-χ και εφαρµόσω το 

Θ. Βο[ζαπο. (Βλέπε σχήµα 3) 

Ἐκ πρώτης όψεως φαίνεται κι 

αυτή µια «µη γόνιμη» 
επέκταση του ϐΘ. Ῥο]ζαπο, α 





αλλά η ση μασία του είναι Σχήµα 3: Εδώ, πάνω από την διαγώνιο του τετραγώνου 
έχουµε τεταγμένη-τετμημένη, Ὀετική τιµή, μηδέν στην 


εγίστη, καθώς εκτός από το 
μοι, 5 5 διαγώνιο Και αρνητική κάτω. 


ότι µπορεί να αποδειχθεί 

αυτοτελώς, έχει την δική του σηµειολογία στην ανεύρεση σταθερών 
σημείων στις Γεωμετρικές και ιδίως τις Τοπολογικές απεικονίσεις, στην 
ανάπτυξη προσεγγιστικών επαναληπτικών μεθόδων, όπου ιδίως στην 
μέθοδο Νεύτωνα, αναζητούμε μοναδική λύση σε συστολή συνάρτησης [5] 
Επίσης, στην θεωρία Παιγνίων του Να5Η, στις διαφορικές εξισώσεις, αλλά 
και στην Οικονομία (Θεώρημα Αδυνάτου του ΑΤΤΟΝ [4]) Αν μάλιστα 
γενικευθεί σε πλήρεις Μετρικούς Χώρους, δίνει το περίφημο Θ. Σταθερού 
Σηµείου του Βαπαςῃ. 
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Σχήµα 4: Ο Μοναχός ξεκινά απὀ το σηµείο 0 και κάνοντας την διαδρομή µε διαφορετικές ταχύτητες, 
στάσεις, ακόµα και οπισδοπορεία, µετά από χρόνο Ἱ, φδάνει στον προορισµότου, σε απόσταση 5. Η 
κίνησή του, περιγράφεται µετην συνάρτηση ᾖΠϊ). Ένα φανταστικό ομοίωμα του εαυτού του, που 
ξενικά την ίδια ώρα από τον προορισμό προς την αφετηρία (στο σχήμα ξεκινά για λίγο µε 
οπισδοπορεία) Τελικά εἶναι διαισθητικά θέθαιο, υπό εύλογες προὐποδέσεις, να το συναντήσει σε 
ένα τουλάχιστον σηµείο της διαδρομής. 

Ἡ εποπτική παράθεση και κατανόηση των σχημάτων 1,2και 3, επάγει την 


γενίκευση που φαίνεται στο σχήµα 4 . Μάλιστα γι αυτή την γενίκευση, 
υπάρχει µια ενδιαφέρουσα ιστορία -πρόβλημα µε έναν βουδιστή μοναχό. 
Σύμφωνα µε αυτήν, ο μοναχός ξεκινά από την θέση Α και κατευθύνεται 
προς ένα ναό στη κορυφή ενός βουνού. Δεν κρατάει σταθερό βηµατισµό και κάνει 
διάφορες στάσεις, ανάλογα µε την επιθυμία του να διαλογιστεί. Κάποια στιγµή 
σταματάει να πιει νερό σε µια πηγή και παρατηρεί ότι η σκιά ενός δέντρου πέφτει 
ακριβώς στο ρυάκι του γερού. 
Τη νύχτα φτάνει στο ναό διανύοντας διάστηµα 5 (σηµείο Β) και το ξημέρωμα 
ξεκινάει το ταξίδι του γυρισμού. Περνώντας μπροστά απὀ την πηγή, διαπιστώνει 
ότι το δέντρο ρίχνει τη σκιά του ακριβώς στο ρυάκι του νερού και συμπεραίνει ότι 
συνέβη µια εκπληκτική σύμπτῶση: Τόσο όταν πήγαινε όσο και όταν γυρνούσε, 
πέρασε από την πηγή ακριβώς την ίδια ώρα.» [2.3] Μάλιστα για να το αποδείξει 
νοητικά, έκανε την εξής υπερβατική σκέψη: Αν ένα αντίγραφο του εαυτού µου, 
ξεκινούσε την ίδια ώρα απὀ Μοναστήρι και ακολουθούσε την αντίστροφη πορεία, 
κάποια στιγµή θα µε συναντούσε. Εκείνη την στιγµή θα ήταν η ίδια ώρα και το 
µέρος θα ήταν το ζητούμενο. Η καθαρά μαθηματική προσέγγιση, λέει ότι έχουµε 
δύο τυχαίες συναρτήσεις κίνησης: 


Την {9, ορισμένη στο [0,Τ1] µε {{0)Ξ0 και {{Τ)Ξ5 καιτην σ(ϐ),ορισµένη στο [0,Τ΄], 
µε σ(0)Ξ5250, σ(Τ3:0. Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση Π(Όξς(0-{(0. στο [0,Τ] 
θεωρώντας ότι Τ΄5Τ, θα είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών και εξετάζοντας την 
δυνατότητα εφαρµογής του 6. Βοίζαπο, έχουμε Π(0)Ξε(θ)-{(0)Ξ»5. Π(Τ)Ξα(Τ)- 
{(Τ)-α(Τ)-», οπότε αν (όπως φαίνεται στο σχήµα 4) σ(Τ)-5-0, τότε πληρούται η 
συνθήκη του Θ.Βοἱζαπο Π(0)Π(Τ)«0, άρα υπάρχει {ο : Π({0Ξ0, δηλ. σίί)-Ε(ί0Ξ0 ή 
δ(ί0'Ξ{{ί0)., ισότητα που δηλώνει την ύπαρξη µίας τουλάχιστον στιγμής (ί0) όπου 
συναντάται στο ίδιο µέρος της διαδροµής του δρόμου. Αν Τ΄ «τ, ή ΤτΤ΄ 
προφανώς ισχύει το ίδιο συμπέρασμα. 
Θεώρημα Κοίε 

Α) « Θέλω να πάω απὀ ένα σηµείο Α σε ένα ισοῦψές σηµείο Β. Αν πάω απότο Α 
στο Β οριζόντια, έχει καλώς. Αν ξεκινήσω µε ανοδική πορεία, σε κάποια φάση της 
διαδρομής θα χρειαστεί να κάνω καθοδική. Πριν κάνω την καθοδική, έστω και για 
µια στιγµή, θα κινηθώ οριζόντια. Αν ξεκινήσω καθοδικά, θα χρειαστεί µετά να 
πάω ανοδικά. Πριν πάω ανοδικά, έστω και για µια στιγµή, θα κινηθώ οριζόντια. 
Σε κάθε περίπτωση λοιπόν, όπως και να πάω από το Α στο ισοῦψές Β, θα κινηθώ 
έστω και για µια στιγµή, οριζόντια. Σε τροχιές που έχουν γωνιώδη σηµεία δεν 
συμβαίνει πάντοτε αυτό. (Σχεδιαστικό παράδειγµα στον πίνακα) 
Β) «Πετάω µια πέτρα κατακόρυφα. Ανεβαίνοντας κάνει επιβραδυνόµενη κίνηση 
µε σταθερή επιβράδυνση σ και κατεβαίνοντας επιταχυνόμενη κίνηση µε σταθερή 
επιτάχυνση 6. Πριν κατέβει η πέτρα για µια στιγµή {ρ θα σταματήσει. Τότε θα 
έχει ταχύτητα 6. Η Ταχύτητα όµως είναι η πρώτη παράγὠγος της εξίσωσης 
Κίνησης. Δηλ. ϱὉ (90 . Την στιγµή ἴρ, ἐχω ακρότατο της συνάρτησης και 
συγκεκριµένα μέγιστο. Μάλιστα, λόγω και αυτού του προβλήματος κατακόρυφης 
βολής, που εξέταζε ιστορικά στα πρώτα του βήματα ο Απειροστικός Λογισμός, το 
σηµείο ονομάστηκε «στάσιμο» µια ορολογία που χρησιµοποιείται ακόµα για τα 
ακρότατα συνάρτησης.» 
Γ) (Γενίκευση στο προηγούμενο) Κινητό εκκινεί απὀ σηµείο Α και κάνοντας 
οποιαδήποτε διαδρομή στον χώρο, µε οποιαδήποτε συνάρτηση ταχύτητας, 
ξαναγυρνά στο ίδιο σηµείο Α. Αν ϱ(8) είναι το µήκος του της απομάκρυνσης από 
το Α (µήκος διανύσματος θέσης) είναι βέβαιο, ότι υπάρχει µία τουλάχιστον 
στιγµή, όπου σταματά να απομακρύνεται όπου θα φθάσει στο μέγιστο σηµείο 
απομάκρυνσης από το Α. πριν επιστρέψει σε αυτό. Εκεί έχει ταχύτητα 0, δηλ. 
(0-0. 

Πρώτο Θεώρημα Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού. 
Α) Ἐεκινάω από ένα σηµείο Α και θέλω να πάω σε ένα σηµείο Β. Αν πάω απὀ το 


Α κατ΄ ευθείαν και συνεχώς στην κατεύθυνση ΑΒ (κλίση του ΑΒ ). θα φθάσω στο 


Β. Αν πριν φθάσω στο Β κατευθυνθώ σε µεγαλύτερη κλίση απὀ την ΑΒ, δεν θα 
φθάσω ποτέ στο Β αν δεν κινηθώ και σε κλίση μικρότερη από ΑΒ . Πριν κινηθώ 
σε κατεύθυνση μικρότερη, έστω και για µια στιγµή θα κινηθώ σε Κλίση ίση µε 
ΑΡ. Το ίδιο αν κινηθώ σε μικρότερη. όπου θα αναγκαστώ να κινηθώ κάποια 
στιγµή σε µεγαλύτερη και πριν κινηθώ σε µεγαλύτερη θα κινηθώ έστω και για µια 
στιγµή σε ίση. Ο καθηγητής µπορεί να φτιάχνει και σχετικό σχήμα µε βασικό 
πειστικό επιχείρημα, ότι η κίνηση συνεχώς σε μεγαλύτερη ή μικρότερη κλίση δεν 
οδηγεί ποτέ στο Β. 
Β) Ένα αυτοκίνητο, διανύει την απόσταση ΑΡΒΞ32θ0θΚπι, µε σταθερή ταχύτητα 
100Κπύηπ και φυσικά χρειάζεται 3Η για να την διανύσει. Αν κάποια στιγµή 
κινηθεί µε ταχύτητα µεγαλύτερη από 100ΚπιΏ έχοντας την απαίτηση να φθάσει 
πάλι σε 3Η, θα χρειαστεί να πάει κάποιο διάστηµα µε μικρότερη ταχύτητα από 
100ΚπιΠ. Πριν κινηθεί µε μικρότερη ταχύτητα, έστω και για µια στιγµή το 
ταχύµετρο θα περάσει και από την ένδειξη 100Επιῃ. Οµοίως και αν κινηθεί και 
µε ταχύτητα μικρότερη από 100ΕπιΠ, όπου θα χρειαστεί να πάει µε µεγαλύτερη 
αν θέλει να φθάσει στις 2Η και έστω και για µια στιγµή θα πάει µε 100 ΚπήΠ. 

Πρώτο Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού 
Κινητό κινείται σε µια διαδρομή µε µεταβαλλόμενη ταχύτητα που δίνεται 
από την συνάρτηση (0. διανύοντας συνολικά διάστηµα 5 σε χρόνο Τ. Αν 
κινηθεί µε (σταθερή) ταχύτητα ϱ/Τ για τον ίδιο χρόνο Ἐ, θα διανύσει 
διάστηµα (5/1) ΤΞ5. Δηλαδή θα διανύσει το ίδιο διάστηµα στον ίδιο χρόνο. 
Φυσικά δίνεται και η γνωστή γεωμετρική ερμηνεία µε τα εµβαδά στο 
διάγραµµα υ(ί). Επίσης, µπορεί και πρέπει να προηγηθεί η πιο απλή 
περίπτωση της κίνησης µε σταθερή επιτάχυνση, ὀπου απὀ το γνωστό 
διάγραμμα αξοί, µεταβαίνουμε µε ολοκλήρωση στην συνάρτηση υ(θΞαί και 
µε µια επί πλέον ολοκλήρωση στην ο(0Ξται” 

Συμπεράσματα 

Ἡ διασύνδεση των ήδη κατεχόµενων εννοιών της κίνησης µε τις έννοιες 
της Ανάλυσης µέσα από την μαθηματική θεώρηση των μοντέλων, προάγει 
την αποτελεσµατικότερη κατανόησή των εννοιών, στα γνωστά πλαίσια 
παροχής πολλαπλής αναπαράστασης τῶν εννοιών κατά την διδασκαλία 
τους. Άρα πρέπει να παρουσιάζονται Και τέτοια μοντέλα κατά την 
αντίστοιχη διδασκαλία των παραπάνω ᾖβασικών θεωρηµάτων του 
Απειροστικού, στο Λύκειο. Τα γεωμετρικά μοντέλα των θεωρηµάτων 


αποτελούν αφετηρίες για γενικεύσεις, πράγµα εξαιρετικά δύσκολο από την 
συμβολική του διατύπωση. Για παράδειγµα στο 6. Κο]ῖςε έχουµε ισοὺὑψή 
σηµεία, τι γίνεται αν είναι ανισοὺὑψή; (8. Μέσης Τιμής) Στο Θ.Βο1Ζαπο, η 
ευθεία την οποία τέμνει η ΙΧ). έχει εξίσωση ΥΞ0. Τι γίνεται αν έχω 
εξίσωση Υξο, γξχ (Θ.Βτον/εΓ) γ-αχ. γενικώς ΥΞ{{Χ): Το γνωστό θέµα της 
µη επάρκειας του χρόνου για την αποτελεσματική ολοκλήρωση της 
διδακτέας ύλης, πρέπει να σταθµιστεί µε το κριτήριο της αποτελεσµατικής- 
χρηστικής κατανόησης τῶν εννοιών, καθώς και µε την έµφαση που δίνουν 
πλέον τα νέα ΑΠΣ σε αυτό. 

Ο Απειροστικός Λογισµμός δημιουργήθηκε απὀ την ανάγκη 
αποτελεσματικής μελέτης προβλημάτων ρυθμού μεταβολής που δεν 
μπορούσε να αντιμετωπίσει η κλασική Άλγεβρα ή η Γεωμετρία. Τα πρώτα 
προβλήματα ήταν τα προβλήματα κίνησης της Φυσικής. Αν μάλιστα 
λάβουμε υπ΄ όψιν µας και δεχθούμε ότι ο γνωστός βιογενετικός νόμος 
μάθησης («η οντογένεση είναι µια γρήγορη επανάληψη της φυλογένεσης -- 
εξέλιξης)) [6] σχετίζεται (όπως κάποιοι εικάζουν) µε την ιστορική εξέλιξη 
των επιστημών, άρα και µε την βέλτιστη σειρά απὀ πλευράς φυσικής 
µαθησιακής ετοιμότητας, σύμφωνα µε την οποία θα πρέπει να 
παρουσιάζονται οι έννοιες, τότε η παρουσίαση και έµφαση στην διδασκαλία 
του Απειροστικού τῶν μοντέλων κίνησης, είναι πιθανότατα προς την σωστή 
κατεύθυνση τῆς αποτελεσματική διδασκαλίας. 
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